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1. Bevezet6 gondolatok

O N W W

[Erre a bevezetésre NEM lesz kozvetleniil sziikségiik a diakolimpiai feladatok megoldasahoz,
de szeretném elmesélni azt a kontextust, amelyben a feladatokban szereplé fogalmak és

szamolasok elékeriilnek a kutatomunka soran.]

Kémiai folyamatok megértéséhez atomokrol és molekulakrol mint adott szamu atommag
és elektron halmazarol szoktunk gondolkozni. Az elektronokat, de leggyakrabban az
atommagokat is mint elektromos toltéssel (és esetleg egyéb elektromagneses tulajdonsa-
gokkal, pl. magneses momentum, ld. NMR!) rendelkez6 pontszerti részecskeként irjuk le.
Gyakrabban el6fordul a periddusos rendszer negyedik soratdl, hogy az atommag véges
kiterjedését is figyelembe vessziik valamilyen kozelité modellel. Persze a legnagyobb
energiafelbontasti molekulaspektroszkopiai kisérletekben még a proton véges méretét is



IChO felkészitb (2021): Molekulaszerkezet és rezgések 2

Latni” lehet! (Az ilyen megfigyelések vezettek az elmult évtizedben hiressé valt ,proton-
size puzzle”-hoz, mivel a miionos kisérletekben mas méretiinek latszott a proton, mint az
elektronos kisérletekben, ami mérési-értelmezési hibara vagy a tudasunk hidnyossagaira
utal.)

Jollehet a kémiai folyamatok hétkoznapjainkat alapvetéen meghatarozzak és tervezé-
siitknek van egy sajatos, belsé szisztémaja (pl. szerves kémiai szabalyrendszer) a mult
szazadban kideriilt, hogy nem léteznek kiilon, specialis ,kémiai er6k”, hanem itt is az
elektromagneses kolcsonhatasok jatszanak szerepet.

Az anyag kémiai tartomanyaba tartozo rendszerek és folyamatok kvantitativ leirasahoz
és alapveté megértéséhez a megfeleld fizikai egyenletek megoldasaval juthatunk. A
kémiai rendszerekben az elektrosztatikus (azaz, Coulomb-) kdlcsonhatas jatszik elsédleges
szerepet, a magneses kolcsonhatas leggyakrabban mint ,korrekci6” jelenik meg legfeljebb.
A kolcsonhatas ismeretében felirhatjuk a mechanikai egyenleteket. Igen, &m, de az anyag
mikroszkopikus tartomanyaban a szokasos mechanika mar nem lesz jo. Legaltalanosabban
azt mondhatjuk, hogy a mechanika kommutativ (felcserélhetd) algebraja helyett egy nem-
kommutativ algebrara lesz sziikségiink. Ez azt jelenti, hogy az egyenleteinkben bizonyos
mennyiségeket nem irhatunk tetszéleges sorrenben. Mig a klasszikus mechanikaban
teljesen mindegy, hogy a hely és az lendiilet szorzatat rp vagy pr alakba irjuk, hiszen
szamok szorzasa felcserélheté miivelet, azaz rp = pr. A mikroszképikus tartomany
leirasanal a hely és a lendiilet szorzatat, érdekes médon, mar nem mindegy, hogy milyen
sorrendbe irjuk, van egy kis eltérés az 7 p és pr kozott (ezt mutatjak a kisérletek): Fp—pr =
ih, ahol i = /—1 az imaginarius egység és i = h/(2r), ahol h = 6.62607015 - 107 Js a
Planck-alland6, makroszkoépikus szinten nézve egy nagyon pici szam.

c s o2

hogy a Plank-alland¢ értékét lerogzitette és ebbdl szamithato a kilogram egysége.
Korabban a kilogram egysége volt lerogzitve. A 2019-es revizioig a tomeg volt az
utolsé olyan fontos mennyiség, amely mértékegységének a definicidjat nem egy, a
vilag barmely pontjan elvileg elvégezhet? jelenség megfigyelése-mérése, hanem
egy ,prototipus” rogzitett. Ez a prototipus egy platina-iridium 6tvozetbdl késziilt
test volt, amit a Parizs melletti sévres-i mértékiigyi hivatalban 6riztek. Hosszas
elékészités utan ezt, az 1875 oOta hasznalt etalont sikeriilt egy altalanos, elvileg

~megsemmisithetetlen” definicioval helyettesiteni.

A kalap azt jeloli, hogy itt mar nem lehet egy valamilyen szokasos valds szamrol sz6
(hiszen szamok szorzasa felcserélheté miivelet), hanem valamilyen mas matematikai
objektumra lesz sziikségiink. Ez a gondolatmenet mar a kvantummechanika targykorébe
vezet benniinket. Az érdekl6dék szamara ajanlom Hans Primas és Ulrich Miiller-Herold
bevezet6 konyvét ! (illetve egy részének magyar nyelvii szabadforditasat). A kényvben
(mint a a legtobb kvantummechanikai témaju konyvben) természetesen bevezetésre keril
a Schrodinger-egyenlet is, a nem-relativisztikus kvantummechanika egyik kdzponti egyen-
lete, amely a rendszer energiajat irja le meg. Napjainkban a kémiai kutatasban is kozponti
szerepet jatszik ez az egyenlet, és ennek kozelit6 analitikus és numerikus megoldasai. A
kvantummechanika sokmindenben hasonlit a klaszikus mechanikara (téridé szerkezete),

'H. Primas, U. Miiller-Herold, Elementare Quantenchemie, Teubner Studienbiicher, 1990.


http://www.compchem.hu/files/Elemi_kvantum_jegyzet.pdf
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a nem-kommutativ algebra miatt azonban egészen alapvet6 kiilonbségek is jelentkeznek.
Egy ilyen alapvet6 kiilonbség, hogy a ,kvantumos logika” alapvetd jdonsagokat rejt a
sklasszikus logikahoz” képest, és napjainkban ennek a technoldgiai felhasznalasa torténik
a kvantumtitkositas, a kvantuminternet, és a kvantumszamitastechnika teriiletén.

Visszatérve az atomokra és molekulakra, érdekes megjegyezni, hogy a Schrodinger-
egyenlet, népszertisége ellenére, valdjaban nem az atomi-molekularis tartomany legalap-
vet6bb egyenlete. A legalapvet6bb leirast a ,kvantum”(mechanika) és az elektromagne-
sességtan, azaz az elektrodinamika (amelyben az elektromos és magneses kolcsonhatasok
mar ,egyenranguan” szerepelnek) kombinacidja, a kvantum-elektrodinamika (quantum
electrodynamics, QED) jelenti. Ebben az elméletben azonban egyelére nem tudjuk felirni
azt a teljes egyenletet, amit lehetne hasznalni az atomi-molekularis rendszerekre. Kozelité
egyenleteket lehet felirni, amelyeket nem kénnyti megoldani, de az ilyen kutatasok teszik
lathatova példaul a bevezet6 elején emlitett véges protonméretet a molekulaspektroszko-
piai mérésekben. Ez a teriilet jelenleg is aktiv kutatas targya.

Sz6 esett a kémiai rendszerek mogott rejlé alapvetdbb és legalapvetébb elméletekrél
és ezek izgalmairol és nehézségeirél. A nyelvezet, amellyel ezt roviden bemutattam
lehet, hogy kicsit idegeniil csengett a kémias fogalmakohoz szokott olvasénak. Erdekes,
hogy a kémia szamara egy effektiv, magasabb szintl, de mégis kvantitativ elméletet,
amellyel nem sziikséges az elemi folyamatok szintjére ,lemenni”, hanem a szokasos kémiai
fogalmakkal (molekulaszerkezet, kémiai kotés, stb.) lehet dolgozni nem sikeriilt még
megfogalmazni, pedig sokan dolgoztak rajta. A szokasos példa szokott lenni (Surjan Péter
nyoman...), hogy amikor tervezték az Erzsébet-hidat, akkor sem oldottak meg az 6sszes
vasatom Schrodinger-egyenletét, hanem elegendé volt a rugalmassagtan szempontjabol
tokéletesen megfelel6 Hooke-torvényt hasznalni. Na, most ilyen Hooke-torvénye a
kémianak (egyel6re még) nincsen. Marad az elemi kép, amibél nem is mindig olyan
konnyt rekonstrualni a szokasos kémias fogalmakat (pl. kémiai kotés, kotésrend, stb.).
Mindez azt jelzi, hogy két nagy tudomanyteriilet, a fizika és a kémia hataran mozgunk.
Jo okkal alakult ki a két nagy tudomanyteriilet, de jol tessziik, hogy ha megprobaljuk
Osszeféstlni a kialakult fogalmakat, mert ebbdl tanulhatunk.

2. Potencialis energia felillet—molekulak szerkezete és
reaktivitasa

A kémiaban egy nagyon hasznos leirast kapunk, ha kihasznaljuk, hogy az atommagok
(sokkal) tobb, mint 1800-szor nehezebbek, mint az elektronok. Ezen ,skalaszeparacionak”
koszonhetben, jo kozelitéssel kiilon irhatjuk le az elektronok és atommagok mozgasat.

2.1. A PES bevezetése

Elsé lépésben megoldjuk az elektronok mozgasegyenleteit (err6l most nem lesz sz6)
rogzitett magkonfiguraciok mellett. A magok mint R; (i = 1, ..., Np,g) helykoordinatakban
rogzitett, kiils6 elektromos (pont)toltések szerepelnek az egyenletben, amelyb&l most
ennyit tudok megmutatni az eddigi bevezet6 alapjan (akit érdekelnek a tovabbi részletek,
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1d. ajanlott irodalom):

A l Zi Zle
Fl{T., , , =0, (2.1)
“lre—r| |ri — Ryl |Ri_Rj|
= egyenlet megoldasa: V,(Ry, ..., Rmag), n=10,1,... (2.2)
ahol ri (k = 1,..., ng) az elektronok koordinéatai, frﬁ az elektronkoordinatak valamilyen

kvadratikus kifejezése; R; és Z; (i = 1, ..., Ninag) pedig a magok helyvektora és elektromos
toltése. Az egyenletnek tobb ,gyoke” van, ezeket V,-nel jeldljiik, és leggyakrabban a
megoldas R; figgése érdekes szamunkra (a Z; fiiggést nem irjuk ki, mert ezt a kémiai
kompozici6 rogziti). A tovabbiakban (egy kivétellel) a legalacsonyabb energiaji megol-
dasrol lesz sz6 (elektron alapéllapot), és ezért roviden csak V(= V)-t irunk (az n index

nélkiil).

V-t szokas elektronenergianak is nevezni, mivel az elektronok egyenletének megoldasa-
ként kaptuk, de ez mar tartalmazza a magok Coulomb-koélcsonhatasat is! A magmozgas
leirasdhoz V-t mint a magok kozott hato effektiv potencialis energiat fogjuk tudni hasz-
nalni. Ezért V-t potencialis energianak vagy potencialis energia feliilletnek (angolul:
potential energy surface, PES) is szokas nevezni, amely a magok mozgasanak leirasahoz

cr e

a magok kinetikus energiajat kell majd figyelembe venniink:
E=The+V, (2.3)

ahol T,,,, az atommagok kinetikus energiaja, és errdl a kovetkez6 fejezetben lesz t6bb
Sz0.

Fontos megjegyezni, hogy V egy tisztan matematikai mennyiség (kozvetlenil nem mér-
het6 kiilon az elektronok energiaja egy molekulan beliil!), amelyet az a dontéstésiink ,hoz
létre”, hogy az elektronok és atommagok mozgésat szeparaltan (kiilon) irjuk le. Ez egy
nagyon jo kozelités altalaban, amely Born és Oppenheimer kutatoparosrol lett elnevezve
(Born—-Oppenheimer kozelités), akik elsék kozott hasznaltak sikerrel molekulak leirasara
a 20. szazad elején. Ami pontosan mérhetd, az a molekula teljes energiaja. Ennek ellenére
a PES tulajdonsagai egy sor fontos kémiai fogalomhoz biztositanak matematikai hatte-
ret, amelyeket nem is olyan kénnyt a teljes rendszer (elektron+atommagok egyiittese)
tulajdonsagaibél rekonstrualni!

2.2. A PES tulajdonsagai

El8szor gondoljuk meg kozelebbrél a V potencialis energia (PES) tulajdonsagait! Most
részletes egyenletek nélkil (akit érdekel 1d. ajanlott irodalom) gondolkozzunk el a V
fuggvényen egy izolalt molekula esetére, gy(jtsiikk 6ssze minél tobb tulajdonsagat a fenti
leiras alapjan!

(a) Vajon fiigghet-e a V attdl, hogy a molekulat hol helyezem el a térben? Itt
vagy a szomszéd szobaban? V({R;}) vs. V{R; + d})? ..

(b) Vajon fuigghet-e a V attdl, ha a molekulat elforgatom a térben? V({R;}) vs.
VER®'D? o
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(c) Vajon fugghet-e a V attol, ha megvaltoztatom két atommag tavolsagat?
V(Rl, Rg, oco g RNmag) VS. V(Rl P d, Rz, 000 g RNmag)? Tgen (2)
Azaz, a PES csak az atommagok relativ helyzetétél fiigg, amit igy jelolhetiink:
V(IR; — Ry|,|R; — Rs,...) vagy, roviden: V([{R;—R;[}), (2.4)

és |[R; — R;| = R;; fogja réviden jel6lni az i-edik és j-edik atommagok tavolsaga.

Mivel a PES nem fiigg a transzlacids és rotatacios (forgasi) szabadsagi fokoktol, csak
az atommagok relativ helyzetét6l, érdemes olyan koordinatakat bevezetni az eredeti R;
Descartes-koordinatak valamilyen fiiggvényeként, amelyek ezt a tulajdonsagot tikrozik!

(a) Hany darab transzlaciés szabadsagi foka van egy atomnak, egy kétatomos
molekulanak, illetve egy poliatomos molekulanak? ..,

(b) Hany darab rotacios szabadsagi foka van egy atomnak, egy kétatomos mole-
kulanak, illetve egy altalanos poliatomos molekulanak? ...

(c) Hany darab szabadsagi foka van egy altalanos Ny,;-atomos molekulanak? ...

(d) Hany darab belsé szabadsagi foka (azaz, a transzlacio és a rotacié nélkiil) van
egy kétatomos, illetve altalanos Ny,..-atomos molekulanak? .. ...

(e) Hany darab atompart talalunk, az R;; = |R; — R;| mag-mag tavolsagok kisza-
molasahoz, egy Np,, atomos molekuldban? ..

(f) Egyezik a mag-mag tavolsagok (P) és a bels6 szabadsagi fokok (D) szama?
Ertelmezze a megfigyelését! «. . o i s rmosn s reoon s romnonnionron

(g) Ebbdl az eredménybdl kovetkezik, hogy mig a PES-eket legkényelmesebb
mag-mag tavolsagok fiiggvényeként meghatarozni, a ,dinamikai” egyenle-
tek felirasahoz (1d. kés6bb) jobb lesz valamilyen mas koordinatarendszert
valasztani (tavolsagok, szogek és torzids vagy diéderes szogek), amelyekre
teljesiil, hogy a D = 3N — 6 valtozoval leirhatjk a magok ,minden” lehetéges

IRYA

Az szerepelt a feladatban, hogy praktikus, ,kényelmes” a PES-t mag-mag tavolsag-
fuggvényként megadni. Gondolkodjunk el ezen, vajon miért van ez igy? Képzeljiik
el egy a metanmolekula, CH,, potencialis energia fiiggvényét. Soroljuk fel a fiiggvény
valtozoit!

V= V(RCHa’ RCHb ) RCHL-J RCHda RHaHb s RHaHL-S RHqus RHbHc7 RHbHd’ RHcHd) (25)

Vajon valtozhat-e a potencialis energia értéke, ha megcseréljiik az Rcy, és Rcy, értékeket?
Természetesen nem, hiszen az elektronprobléma megoldasa soran az atommagoknak csak
a rozgizett helyzete és elektromos toltése szerepelt az egyenletekben.

Mit gondol valtozik-e a potencialis energia értéke, ha az egyik protont deuteronra
cseréljuk?
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Ezért, ha felcseréliink két azonos elektromos toltésti atommagot, akkor a potencialis
energia értéke nem valtozhat, azaz:

V/ = V(RCHb s RCHuﬁ RCHC: RCHd: RH;, Hg» RHbHc5 RHbHd: RH,,Hcs RHaHd s RH,,-Hd) (26)
V=V (2.7)

Potencialis energia feliiletek matematikai leirasahoz olyan fliggvényeket szoktak alkal-
mazni, amelyek eleve ,tudjak” ezt a felcserélési szimmetriat (in. permutacidsan invarians
polinomokat). Ezt a permutécios szimmetriat kényelmesen figyelembe lehet venni akkor,
ha az 6sszes mag-mag tavolsag fiiggvényeként fejezziik ki a potencialis energia fiiggvényt
(PES-t).

« Hany lehetséges permutaciot kell figyelembe (ekvivalens mag-mag tavolsagok
permutacioi) venni a CH, metanmolekula esetén?

. Es az C,H esetén?

. EsaHy esetén (létezik!)?

- Es a CH! esetén? Ez a legegyszertibb karbokation, ez is létezik!

« Erdekesség: A felsorolt rendszerekre mind szamoltak mar viszonylag pontos,
teljes dimenzids, permutaciésan invarians PES-t!

Ellendrizze a metanmolekula példajara, hogy 9 mag-mag tavolsag felhasznalasa-
val nem lehetséges egyértelmtien definialni a magok térbeli elrendez6dését, és
ehhez sziikségiink van a 10. mag-mag tavolsag felhasznalasara is! (Viszont ez mar
meghaladja a dinamikailag fiiggetlen valtozok szamat!)

2.3. A PES abrazolasa és jellemzése

Kétatomos molekula esetén (egyetlen mag-mag tavolsagunk van) a potencialis energia
figgvény egy egyvaltozos fiiggvény, V(R), ezért nem is feliiletnek, hanem csak potencialis
energia gorbének szoktuk nevezni (potential energy curve, PEC). Ezt az egy-dimenzios
fuggvényt, az R mag-mag tavolsag fiiggvényében, konnyen abrazolhatjuk (1d. 1. abra).

A H, molekula alapallapota (X 12; jeld gorbe) a molekulak szokvanyos potencialis energia
gorbéinek jellegzetességeit mutatja:

« Van egy minimuma: a minimumbhely, R.,, az a mag-mag tavolsag, amelyhez a
legkisebb potencialis energia érték tartozik. Ezt a minimum helyet nevezziik a
molekula egyensulyi szerkezetének.

« Nagy R mag-mag tavolsag értékekre a gorbe ,ellaposodik”, az energia egyre kevésbé

......

elektron alapallapotabol két alapallapott hidrogénatomot kapunk. A disszociacios
limit energiajanak, V(eo) és a minimumban vett energianak, V(R.q) kiilonbsége
adja az un. egyensulyi disszociacios energiat:

Deq = V(00) = V(Req) (2.8)

az ,eq” azt jelzi, hogy az egyensulyi pontt6l mérjiik az energiakiilonbséget.
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+ Kis R mag-mag tavolsagra a gorbe minden hataron tul névekszik. Formalisan a
Vie + 1/R-t kapuk nagyon kis R értékeknél, ahol Vi, a hélium atommag energiaja
(egyesitett atommag limit), viszont 1/R végtelenhez tart, ahogy R egyre kisebbé
valik.
Az egyensulyi szerkezet (R.q) és az egyensilyi disszociacios energia, D.q, nagyon jo
kozelitést jelentenek ezekhez a fontos fogalmakhoz. Vegyiik észre, hogy ezek tovabbra is
pusztan a matematikai konstrukcié (PES) eredményei (nem mérheté mennyiségek, mert
hianyzik T,,s), de a kémiai szemlélet szempontjabol nagyon fontosak.

Erdemes egy pillantast vetni az 1. 4bran lathat6 tobbi gorbére. Ezek a a H, molekula
néhany gerjeszetett allapotat abrazoljak. Ebben a tartomanyban mar nem miikodik igazan
mutatom, mert a legtobb molekula alapallapota a H, alapallapotara hasonlit. Molekulak
gerjesztett elektronallapotaiban azonban gyakran a H, gerjesztett allapotaihoz hasonlé
furcsasagok jelennek meg, amely kihivast jelent a fotokémiai folyamatok megértésében.

Tobbatomos molekulak esetén a molekulanak tobb belsé szabadsagi foka van, azaz a PES
egy tobbvaltozos fiiggvény (pl. az dsszes lehetséges mag-mag tavolsag fiiggvényeként
irhato). Egy ilyen tobbvaltozos fiiggvénynek csak 1- vagy 2-dimenzids metszeteit tudjuk
abrazolni.
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1. dbra. A hidrogénmolekula alap elektronallapotanak (X '3 jelzéssel ellatott gorbe)
potencialis energia gorbéje. Az abran érdekességként néhany gerjeszett allapotot is meg-
mutatunk. Ezek a mostani targyalas szempontjabol sokkal egzotikusabbnak szamitanak,
mert itt mar az elektron- és magmozgas szeparacidja nem lesz jo kozelités. [D. Ferenc and
E. Matyus, Phys. Rev. A 100, 020501(R) (2019), szemléltet6 abra L. Wolniewicz szamitasai
alapjan. |
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2.3.1. Tobbvaltozos fiiggvények abrazolasa
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2. dbra. Szintvonalas abrazolas szemléltetése. [Forras: Térképészeti alapismeretek c. targy
(ELTE)]
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3. abra. Egy 2-valtozos fuggvény 1-dimenzids metszetei és szintvonalas abrazolasa (con-

tour plot).

0.006
0.004
0.002

0.006
0.004
0.002

0
-0.002
-0.004
-0.006

0
-0.002
-0.004
-0.006

e T 5 22
5.5 5z — - /TZT—G/ 8 YEl 4.
Ribon 78 T o2 gt 12

4. abra. Hangyasav dimer, (HCOOH), rezgési hullamfiiggvénye egy 24-valtozos fuggvény.
Az egyik gerjeszett rezgési allapot harom metszeti abraja lathaté a képen. A minimumok,
maximumok, csomésikok (0 fugggvényérték) azonositasat segiti a 2-dimenzids metszetek
és a szintvonalas abrazolas. [A. Martin Santa Daria, G. Avila, E. Matyus, PCCP (2021)]
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2.3.2.  PES lokalis és globalis minimumai: egyensilyi szerkezetek

« Lokalis minimum: egy véges tartomanyon minimum, de a figgvénynek létezik
nala kisebb figgvényértéke is.

+ Globalis minimum: adott kornyezetben a legkisebb fiiggvényérték, és a fiiggvény-
nek nem létezik nala kisebb értéke.

« Megjegyzés: tobb ekvivalens (azonos energiaju) lokalis és globalis minimum is
létezhet. Ezen szerkezetek kozott altalaban valamilyen szimmetriatulajdonsag
teremt kapcsolatot (azonos részecskék felcserélése, pl. metilcsoport belsé forgasa)

Osszesen hany darab minimum taldlhaté a CH4Ar van der Waals komplex
PES-én? Ebbdl hany ekvivalens? Milyen kapcsolat van a minimumok kozott?

Global minimum Secondary minimum
360 360
| ——PES ‘ ——PES ‘
¢ CCSD(T)-F12b/aug-cc-pVTZ « CCSD(T)-F12b/aug-cc-pVTZ
2704 .. (T) aug-cc-p 270 4 0. (T) aug-cc-p
0 0
180 r 180 {
_ 60 © _d ........................ ’ _ -40 b_ P .
1 [ 1 or
120 -80
£ 904 5 90+
- -180/ — -120/
o 5 7 9 11 13 15 3 6 8 10 12 14 16
w 04 w 04
-90 -90 4 f
-180 . T T T -180 T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
d(C---Ar) / bohr d(C---Ar) / bohr

5. abra. A CH,Ar PES-ének 1-dimenzids metszetei a globalis és szekunder szerkezeteken

keresztiil az C-Ar tavolsag fiiggvényében. [G. Avila, D. Papp, G. Czakd, and E. Matyus,
PCCP (2020)]
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10951 & 055

109.52/"

2.055
2.056 6.938
109.47
109.48  7.963
2.055 7.934
2.056 \ I .‘
o 2.055
v 2.056

CCSD(T)-F12b/aug-cc-pVQZ
PES

6. abra. A CH,Ar egyensulyi szerkezetei. [G. Avila, D. Papp, G. Czakd, and E. Matyus,
PCCP (2020)]

a 4 1
4 o Ar ®Ar o Ar

E (123) (14)(23) [(1423)]" [(23))"

7. abra. A CH,Ar ekvivalens globalis minimumai. [D. Ferenc, E. Matyus, Mol. Phys.
(2018)]

Avagy: hanyféleképpen lehetséges beszamozni a tetraéder csucspontjait? Mely
,verziok” kozotti atalakulas valosulhat meg kis energiaval (kovalens kotések felsza-
kitasa nélkil)?

Erdekesség: Az ilyen tipusu ,megvalésul6 atalakulasok” a rezgési(-forgasi) spekt-
rumvonalak észlelhet6 felhasadasat eredményezik.
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8. abra. Nyeregpont [Forras: G. Bankuti, Gy. Kévér, Operaciokutatas alapjai (2014).]

2.4. Nyeregpont: atmeneti allapot

+ Szemléletesen: ,egyik iranyban minimum, masik iranyban maximum?”, tobbvaltozos
fuggvény esetén ahany fiiggetlen iranyban maximum annyiad rendd (n-edrendi)
nyeregpont. (Pontos definiciohoz Id. tobbvaltozos fiiggvények analizise.)

« Kémiai folyamatok PES-en: reaktans és termék kozotti ,atmeneti szerkezet” szem-
léltetése és ebbdl kiilonbozé kozelitések egy reakcid sebességének szamolasara.

(Vigyazat: még itt is hidnyzik a Ti,,!)



IChO felkészitb (2021): Molekulaszerkezet és rezgések 14

2.5. Nevezetes utvonalak a PES-en

Szeretnénk egyetlen utvonalat berajzolni a PES-en, amelyre azt mondhatjuk, hogy ennek
mentén jatszodik le a reakcié. Igy valtoznak az atommagok koordinatai (relativ helyzetiik)
mialatt a reakci6 eljut a kiindulasi molekula(k)bol a termékhez. Mindezt tgy, hogy
(hozzagondoljuk, hogy) a molekula ,t6bbi része” legfeljebb az reakcidutra ,mer6legesen”
kis amplitadoja rezgéseket végez. Miutan ez az elgondolas kozvetleniil nem mérhet6
mennyiség (T, itt is hidnyzik), tébbféle lehetséges valasztassal élhetiink.

c s

termékek (minimumok) 6sszekotése az atmeneti allapottal (elsérend( nyeregpont)
a legkisebb (potencialis) energiaju ut mentén. A PES-en ez az ut (1-dimenzids
objektum) definialja a reakciokoordinatat. Ez a lehet6 legegyszertibb berajzolhato
utvonal, de ahogy a neve is mutatja csak a magokra haté potencialis energiat veszi

figyelembe, T, hidnyzik.
h gu s
Lﬁ. bq‘ "springs" ) TSL

initial system

;E\. t
P
8

final system

Energy

images

Reaction coordinate

s s

« IRC: intrinsic reaction coordinate, hasonldé a MEP-hez, de a reakcidkoordinatit
tomegsulyozott Descartes-koordinatak segitségével irja fel.

« Instanton: a reaktansok és termékek kozott vezeté nem minimalis energia, hanem
a maximalis un. ,hatas” mentén definialja az utat. Ebben az Un. hatasban benne
van a magok (kozelitd) kvantumos kinetikus energiaja. Szamottevéen kiilonbozhet
a MEP-t6l. Bizonyos értelemben ezt tekinthetjiik a helyes utnak, amennyiebn csak
egyetlen utat valaszthatunk ki. Nagyon szemléletes, de megvannak a korlatai (csak
magas gatak, mély, iun. harmonikus PES volgyek esetén ad értelmes kozelitést).
Figyeljik meg a 11. abran, hogy a MEP (fekete) és az instanton (piros) utvonalak
jelentésen kiilonboznek a malonaldehid ,protonatugrasanak” leirasaban.

« Osszegzés az 6sszes utvonalra (palyara): a kvantummechanika tn. palyaintegral
formalizmuséaban, az Gsszes lehetséges palyat figyelembe vessziik (itt: a reaktans
és a termék kozott), de sulyozzuk a palyakat a hozzajuk tartozé ,hatas” szerint.
A maximalis hat4st dtnak (ha van egy ilyen) van a legnagyobb sulya, és ez lesz
a klasszikus palya megfelel6je, a tobbi palyat kvantumos fluktuacioként szokas
értelmezni. Nagyon szemléletes megkozelités.
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product/reactant

product/reactant starting geometry (TS)
t.

©

c

backward IRC path * forward IRC path

\
switching to energy minimization

Energy

switching te energy minimization

IRC Path lenght

10. abra. Intrinsic reaction coordinate (IRC). [Forras: www.scm.com/doc]

120 .\

-

a,)

initial

12

v/ (m,

-40
-80

x/(m!*ay)

11. dbra. Instanton [Forras: M. Cvitas, S. Althorpe, JCTC (2016)]

r

-

12. 4bra. Minden péalya figyelembe vétele megfelels sullyal.

Sajnos a palyaintegral-formalizmus numerikusan jol hasznalhato alakjabol nehéz
pontos energiaértékeket (és altalaban pontos dinamikai informaciot) kinyerni, mert
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egy ilyen jellegii egyenletrendszert kellene megoldani E;-re:

fi = age PB4 qre P 4 e PB4 gueP B (2.9)
£ = age PP 1 qreP P 4 e PB4 gue PP 4 (2.10)
f= age PB4+ qie PB4 ge PB4 ge P 4 (2.11)

(2.12)

ahol f; = f(f;) csak véges pontosan ismert, és az exponencialis fiiggvény mi-
att Ey, Ey, ... csak nagy bizonytalansaggal hatarozhat6 meg. (A feladatot inverz
Laplace-transzformacionak nevezziik, ami papiron-ceruzaval ,gond nélkil”, de
véges pontossag numerikus adatok esetén csak nagy numerikus hibaval végezhet6
el.)

Probald ki!

2.6. A PES kozelitései
Vizsgaljuk meg jobban a PES tulajdonsagait a minimumhelyek kis kornyezetében!

Az egyszerliség kedvéért el6szor gondoljunk egy kétatomos molekula PEC-ére (pl. H,
molekula elektron alapallapota)! Ekkor az egyensulyi szerkezet (minimum) kis kor-
nyezetében a PEC (kék gorbe a 13. abran), jol kozelitheté egy parabolaval (piros gorbe
a 13. abran), amit mas néven harmonikus kozelitésnek neveziink:

V(R) = V(Reg) = Vien(R) = 5 (R~ Ry = 2mo (R — Rl = m(2mv (R = Reg)’
(2.13)

ahol f = mw* az er6allandé (vagy rugdallandd), R, pedig az egyensilyi szerkezet.
Eréallando6 helyett hasznalhatjuk az @ rezgési korfrekvenciat vagy a v frekvenciat:

k
2TV == [—. (2.14)
m

Req kis kornyezetében ez jo kozelitést adhat, ha nem tul kicsi az eréalland6 (nagyon
laza rugd, extrém gyengén kotott molekula). Ahogyan az abrarol is latszik (13. abra) a

,,,,,,

Jol figyelje meg a piros és kék gorbék értékeit egymashoz képest kis R < R, illetve
nagy R > R.q értékeknél! Melyik kisebb, melyik nagyobb?

Ennél lényegesen jobb kozelitést kaphatunk az un. Morse-potencial kozelitéssel:
Vi = Deq [1 — e @& R | (2.15)
Feq

2Deq
kvalitative (fél-kvantitative) jol leirja a disszociaciot is. A 14. abran lathat6 a szamitott

ahol D., az egyensulyi disszociacids energia, és a = . A Morse-fuggvényalak mar
q
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Energy

>
>

Internuclear distance

13. 4bra. Harmonikus oszcillator kozelités a PES-hez. (A vizszintes vonalakrdl 1d. a

kovetkezd fejezetet.)

PES és az illesztett Morse-fiiggvény eltérése. Erdekes megjegyezni, hogy ennek a kis
eltérésnek az eredményeként eggyel tobb kotott rezgési allapota (1d. kovetkez6 fejezet)
van a szamolt PES-nek, mint a Morse-modellnek a CH,Ar disszociacids koordinataja

mentén (15. abra).

200 — ‘ : : :
V(PES)  —
V(Morse) = = -
150
T
E 00}
BN
o0 t

0 ‘ ‘ ‘ ‘
10 15 20 25 30
R [bohr]

[Sa

14. abra. CH,Ar PES-e, illetve PES pontokhoz illesztett Morse-fiiggvénye a C—Ar tavolsag
mentén (disszociacids koordinata). [G. Avila, D. Papp, G. Czakd, and E. Matyus, PCCP

(2020)]
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V(Morse) ------ V(PES,1D cut) ------

1t
v, —— ' v, ——

V/em !

15 20 25 30 (B)) 5 10 15 20 25 30
R / bohr R / bohr

15. abra. Kotott rezgési allapotok (hullamfiiggvénye) a Morse-fiiggvénnyel, illetve a
szamolt PES-sel. [G. Avila, D. Papp, G. Czakd, and E. Matyus, PCCP (2020)]

3. Magok kinetikus energiaja, mozgastipusok: transzla-
cio, forgas, rezgés

Ahhoz, hogy kisérletileg megfigyelheté mennyiségeket kapjunk, a molekula (elektronok
és atommagok) teljes energiajat kell ismerniink:

E=V+ Ty » (3.1)

s s ez

Npag atommag a 3-dimenziés térben 3Ny, szabadsagi fokkal rendelkezik. Ha az atomma-
gok relativ térbeli helyzetét lerogzitjiik, akkor egy merev testtel van dolgunk.

c s ez

adasara 3 fuggetlen valtozot hasznalhatunk:

= merev test esetén megadhatjuk a test egy (barmely) pontjanak a 3 Descartes-
koordinatajat.

gatasat 3 fiiggetlen valtozoval tudjuk megadni:

= egy forgastengely iranyank megadasaval (2 sz6g) + a tengely koriili forgatas
szoge (1 szog), vagy

= 3 an. Euler-szog segitségével;

(és vannak tovabbi lehetéségek) ...

« Kivételt jelentenek a linearis merev testek, mert azoknak a térbeli elforgatasat 2
szoggel irhatjuk le (a 3 helyett).

Ezek alapjan az atommagok bels6 (nem transzlacios és nem rotacios) mozgasanak leirasara
3Nmag — 6 darab fliggetlen valtozonk marad.
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3.1. Transzlacios szabadsagi fokok szeparacidja

A forgo6-rezgé molekula esetén a transzlacios mozgas leirasara célszerli bevezetni a
rendszer tomegkozzéppontjanak koordinatajat:

Noog Nonag
1
Ry, = Z —R,, ahol myy N, = Z m; . (3.2)
i=1 112, Nonag i=1

A transzlacié nélkili (transzlaciésan invarians) mozgas leirasara a magok Descartes-

c s ez

e s ez

meg a matematika nyelvén!

Keressiik az olyan lehetséges x; valos, hAromdimenzios vektorokat (i = 1,..., Npag — 1) az
atommagok R; (i = 1, ..., Npn,g) Descartes-koordinatainak linearis kombinaci6jaként,

Nmag

xi=x{Re}) = ), UnRe (3.3)
k=1

amelyekre igaz, hogy az R; vektorok tetszéleges d valos 3-dimenzids vektorral torténd
eltolasa esetén véaltozatlanok maradnak, azaz:

xi({Ri}) = x({Ri + d}) (3.4)

e s e

sekre:

Nmag Nmag
> UsRi = Y, Up(Ry + d)
k=1 k=1
Nmag Nmag
= Z UiRi + Z Und
k=1 k=1
Nmag Nmag
= > UpRe+d| D Ui ). (3.5)
k=1 k=1

Az x; vektorok akkor maradnak invariansak barmely eltolasra nézve, ha az utols6 egyen-
letben a d koefficiense nulla, azaz, barmilyen olyan Uy egyiitthatokat hasznalhatunk
a 3.3. egyenletben, amelyekre teljesiil, hogy

Nmag
D Ur=0 i=1,..,Nug—1. (3.6)
k=1

Példak relativ koordinatavektorokra:

« 2-atomos esetben egyféle valasztas lehetséges (és ennek szamszorosai): x = Ry =
R, — R,

« 3-atomos esetben mar végtelen sokféle valasztas lehetséges, néhany példa:
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- vegyérték-koordinatavektorok: célszert valasztas pl. ha a 3-as mag joval
nehezebb, mint az 1-es és a 2-es

X1 = Rl - R3 (37)
Xy = R2 - R3 (38)
illetve ennek permutacioi is elképzelhet6ek, pl.

x;=R,—R, (3.9
(3.10)

- tomegkdzéppontbol mért helyvektorok, pl.

X1 = Rl — Rtkp (311)
Xy = Rz — Rtkp (312)

Emlékezziink arra, hogy csak két fiiggetlen vektorunk lehet (6 fiiggetlen
szabadsagi fok) a relativ mozgas leirasaa!

— Jacobi-vektorok:

X1 = Rz — R1 (313)
1
Xy = R3 — —(m1R1 + msz) s (314)
mio

illetve ezzel analog definiciok, a részecskék mas sorrendjére.
Megjegyzés: ez egy hasznos koordinatarendszer-csalad A+BC—AB+C tipusu
reakciok leirasara.

Javasoljunk relativ koordinatakat az A + BC — AB + C reakci6 (a) A+BC termékol-
dali, illetve (b) az AB+C reaktansoldali csatornajanak dinamikai leirasara! Azonos
koordinatakat javsoltunk?

Erdekesség: A valasz a kérdésre az lesz, hogy nem. Ez okozza az tin. koordinata-
dilemmat. A gyakorlatban koordinatarendszert kell valtani a szamitas soran, ami
elvégezhetd, de plusz szamitasi feladatot jelent.

Ellenérizziik, hogy a felsorolt példak valoban megfelelnek a 3.6. feltételnek! Rajzol-
juk fel a vektorokat!

Irjuk fel a relativ koordinatavektorokat a Descartes-koordinatak segitségével a 16.
és a 17. abrakon szerepl6 példakra. Tegyiink javaslatot konkrét rendszerekre, ame-
lyekre az egyes abrak a rendszer belsé mozgastipusaihoz jol illeszked6 (hatékony)
koordinatavalasztast jelenthetnek!

Vegyiik észre, hogy a 3Np,,; Descartes-koordinata és a 3Ny, tomegkdzépponti és relativ
Descartes-koordinata kolcsonosen megfeleltetheté egyméasnak (oda-vissza kifejezhetéek
egymassal):

{Riyi=1,..., Npag = {xi,i = 1,...., Npag — 1} & Ry (3.15)
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16. abra. Néhany példa lehetséges relativ koordinatavektorok valasztasara 3- és 4-
részecske rendszerekben. [E. Matyus and M. Reiher, JCP (2012)]

Hf ={p*.p*,e"} Psy = {et,et,e7,e”}  Ha={p*,pte,e”} TLi={"Li’ e ,e",e7}

17. abra. Erdekesség: Atomok és molekulak a BO szeparaci6 nélkiil. [E. Matyus and M.
Reiher, JCP (2012)]
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De vajon sikeriilt-e szeparalni a relativ és tomegkozépponti mozgast az energiafiigg-
vényben? Az el6z6 fejezetben megbeszéltiik, hogy a potencialis energia fiiggetlen a

transzlaciotol.

Most ellenérizzik ezt a (klasszikus) kinetikus energia esetére kétatomos molekulak
példajara. A relativ és tomegkozépponti koordinatak, illetve Descartes koordinatak

kapcsolata:
x=R,—R; és Ry, = L(mlRl + myR;) ,
12
és ebbdl kifejezhetjiik a forditott kapcsolatot:
x+ @Rtkp =R, + 2R,
m m;

amibdl adodik, hogy

és hasonldan:

my
R1 :Rz—x:—_x+Rtkp .
my;

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

Abran szemléltessiik a szamolt helyvektorokat azonos és kiillonb6z6 m; és m, érté-

kekre! (R, Ry, Ry, x)

Ezzel atirhatjuk a kinetikus energiat a kétatomos molekula esetére:

mp , my; ,
Tnag = 75701+ 570,
. mi [ d R 2 ms d R 2
o2 |de Y| o2 |de?
r 2 2
mi d ms +R " mo d mq +R
= — |+ | ——x+Ru — |5 | = x + Ry
2 »dt mqo e 2 dt mio e
2
mq moy ms mq dx thkP
=T i Vil 2 [ Vi | L ahol w= Vg =
2 i mio te 2 [mlz te dt te dt
[ .,2 2
m m m m m m
= 2w Vg —2—w Vi |+ — | W+ Vi, +2—w - Vi
2 |my, myy 2 |my, myy
2 2
mym, + mim; , my; + my 2 mimy momq
= Wt Vo ——w- Vg t w - Vig
2my, 2 M1z my;
mym,;my+m m
MM ma Mz
2m12 mqs 2 P
mm; , Mp_,
= w Vtkp
2mqs 2
m mym
=Ly inip , ahol p=—2 (3.20)
2 2 mio
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és bevezettik a w = dx/dt relativ mozgashoz tartozé sebességet, valamint a Vg, =
dRyy/dt tomegkozéppont sebességét.

A 3.20. egyenletben megfigyelhetjik, hogy a relativ és tomegkozépponti sebességhez
tartozo kereszttagok kiesnek, azaz a kinetikus energia szeparalddik. Ezért bevezethetjitk
a rezgési-forgasi (klasszikus) kinetikus energiat (kétatomos molekulara)

TV =—w (3.21)

és a molekula (elektronok plusz atommagok) teljes, transzlacié mentes (rezgési-forgasi)
energiajat:

1
EV = E,Lth +V, (3.22)

ahol V a potencialis energia feliilet. Ek6zben a molekula tomegkozéppontja (m;, 6sszto-
meggel) szabad mozgast végez (nem hat kiilsé potencial):
.1

E" = 5mlzvtip : (3.23)
Az eredmények altalanosithatéak poliatomos molekulakra is. Ezzel meg is volnank. Mo-
lekulak atommagjainak mozgasat killonben gyakran a klasszikus energiafiiggvénnyel,
3.22. egyenlet, illetve az ehhez tartoz6 mozgasegyenlet megoldasaval (Newton-egyenlet)
irjak le. Ez egy durva kozelités, de sokszor elegendéen jo a megfigyelt jelenség szemlélte-
tésére.

c s e

koordinatai az egyensulyi szerkezettel esnek egybe, és a molekula ebben a pontban
nyugalomban van. Hamarosan latni fogjuk, hogy ez nem lehetséges a természetben!

3.2. Rezgési energia

Ahogy a bevezetében megemlitettitk a molekulakat alkoto6 elektronok és atommagok
helyes, a kisérletekkel 6sszhangban levé leirashoz nem a klasszikus, hanem a kvantum-
mechanikat kell hasznalnunk. A kvantummechanika ismerete egyaltalan nem témaja a
kémiai didkolimpiai feladatoknak, de tigy tiinik, hogy egy-két dolgot mégis elvarnak idén
a szervezOk. Ez pedig a molekulak rezgési energidjaval kapcsolatos.

Irjuk fel egy kétatomos molekula klasszikus rezgési energiajat a harmonikus kozelitésben
(Id. 2.13), és a relativ sebesség (1D-s, mert a relativ tavolsag megvaltozasardl van sz6 a
rezgés soran) helyett irjunk relativ impulzust, p = pw:
1 1
E' = E,ua)zx2 + E,uw2 , ahol x=R-Rg

1 1
= ~pox + —p?
2 2

2
H@ 2 1
=— %+
2 (x ot >

_pet (o L4
T2 x ,ua)p x pa)p

=wa a’, (3.25)

(3.24)
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ahol bevezettiik az els6 ranézésre talan furcsanak tiné mennyiségeket:

a= B2 (x — Lp) (3.26)

a = /% <x+ ip) , (3.27)
Hw

és az ekvivalens atalakitasokat a zardjelek felbontasaval ellenérizhetjiik.

Az elején azt mondtuk, hogy a kvantummechanika és a klasszikus mechanika kozotti
legalapvet6bb kiilonbség az, hogy az el6bbihez egy nem-kommutativ algebra tartozik,
amelyben példaul az xp # px, egész pontosan Xxp — px = ih a mérések alapjan.

Vegyiik at a klasszikus mechanikabdl a koordinataval és lendiilettel kifejezett energiatiigg-
vényt és szamoljunk ugy, hogy figyelembe vessziik azt a furcsasagot, hogy a koordinata
és a lendiilet szorzasa nem felcserélhetd. Ezeket az ,,4j” mennyiségeket kalappal jeloljik,
hogy meg tudjuk kiilonbdztetni a klasszikus megfelel6jiiktol:

L1 1
EP = Z 0%+ —p%. 3.28
SH i (3.28)

Probaljuk meg ezt a kifejezést szorzat alakra hozni a korabbi gondolatmenet szerint az

. Ho [ 1.
= Y= (x-— 3.29
i = 52 (=) (329

At po [, .
= |= — 3.30
i = 5 (4 25h) (530)

mennyiségek segitségével (beirtunk egy h-t a kifejezésbe praktikus okokbol, és ezzel
a-a* dimenziémentessé valt). Ekkor adodik, hogy

R
aa 5 (x ,ua)p x ya)p

HO ., 1 ., 1, 4,
=—x"+—p°+ =(xp—px
5 2ol 5 (ip = px)
w . 1 . 1.
:'u—x2+—p2+—1h
2 241 2
HO ., 1 . 1
=—Xx"+—p°—=h. (3.31)
2 241 2

Ebbél adddik, hogy irhatjuk az energiat az a* mennyiségek segitségével:
fvib N 1
EP =ho|aa + 5 > Ehw , (3.32)

ahol kihasznaltuk, hogy aa* = |a]* > 0.

Azt az eredményt kaptuk, hogy a rendszer legkisebb (rezgési) energiaja—a klasszikus eset-
tel ellentétben—egy pozitiv szam, nem lehet nulla. Ezt az energiat zérusponti energianak
(ZPE vagy ZPVE) nevezzik és ez egy tisztdn kvantummechanikai mennyiség. Vegyiik
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Energy

>
>

Internuclear distance

18. abra. Harmonikus oszcillator (piros) és Morse oszcillator (kék) potencialis energia
gorbéje és kvantummechanikai energiaszintjeinek szemléltetése.

észre, hogy a zérusponti energia nemnulla értéke pusztan azon mulik, hogy ,eléirtuk”,
hogy a hely és az impulzus kvantummechanikai mennyiségének szorzasa ne legyen
felcserélhetd miivelet. Ezzel 6sszefiiggésben az atommagok ebben a legkisebb energiaja
allapotban nem lehetnek ,nyugalomban” a PES minimumaban, hanem a minimumhely
koril zérusponti rezgést végeznek.

Az a~a*, a*a -, stb. mennyiségek tulajdonsagainak tovabbi vizsgalataval megmutathato,
hogy az a*a~ mennyiség (dimenziémentes szam) azt fogja ,megadni”, hogy az aktualis
rezgési allapot éppen hany ,kvantummal” gerjesztett. Ugyanebben a formalizmusban
megmutathatd, hogy ez csak egy nemnegativ egész szam lehet, azaz egy tetszéleges
rezgési allapot energiaja:

. 1 1
e = ho (U+E) = hv <v+5> , v=012,.. (3.33)

ahol v-t szokas rezgési kvantumszamnak is nevezni. A zérus rezgési kvantummal rendel-
kez6 allapotnak sem nulla az energiaja (zérusponti energia).

Vegyiik észre azt is, hogy a rezgési energiaszintek ekvidisztansan helyezkednek el (leg-
alabbis a harmonikus oszcillator kozelitésben):

evib _gvib _ g oo hv, v=0,1,2,... . (3.34)

v+1 v

Ismét érdemes elgondolkozni a mar korabban latott abran (18. abra), most mar talan ért-
het6, ha azt mondom, hogy a (piros) vizszintes vonalak jelolik az rezgési energiaszinteket.

Vegytik észre, hogy a Morse-oszcillator energiaszintjei (komplikaltabb szamolasbol kapha-
toak) bestirtisodnek a disszociacids limithez kozeledve (ami jelents eltérés a harmonikus


https://en.wikipedia.org/wiki/Quantum_harmonic_oscillator#Ladder_operator_method
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oszcillator modelltsl), mig a legalso energiaszintekre jo egyezést lathatunk a harmonikus
és a Morse-modellek kozott (18. abra).

Mérheté mennyiség a rezgési energiaszintek kiillonbsége:

gvib _ gvib 3.35
1

v 5

valamint a disszociacios energia:

Dy = V(o) = (Vg + £) = V(o) — (Veq + %m) . (3.36)

Miben kiilonbozik Deq és Dy? Melyik a nagyobb? Mennyivel? Vajon melyik a
mérheté mennyiség és melyik nem az? Miért?

3.3. Kanonikus sokasag

Ha van egy molekula-sokasag adott hdmérsékleten (in. kanonikus sokasag), akkor az
alabbi aranyban talalunk v-edik allapotban levé molekulakat a halmazban:

vib
&

e T p=0,1,..., (3.37)

Ny =
! Qvib
vib

ahol €™ a rezgési energia, kg = 1.380649 - 10 J K™! a Boltzmann-allando, T a termodina-
mikai hémérséklet, Q.;, pedig az un. rezgési particios fiiggvény:

b eyib
Qup(T) = Y. e hT . (3.38)
v=0

Vegyiik észre, hogy harmonikus oszcillator kozelitésben, az energiaszintek 3.33. egyen-
letben szerepld kifejezése segitségével, ki tudjuk szamolni a rezgési particios fiiggvény
értékét:

Q&E(T) — Z e—,qﬁ(hvzﬁ%hv)

= , (3.39)

0
1—e'T

ahol szokas rezgési hémérsékletnek is hivnia 6 = 7(—; mennyiséget. Vegytk észre, hogy a
mértékegysége [0] = K!
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Morse-oszcillator vagy a tejes PES figyelembe vétele esetén nem all rendelkezésre ilyen
egyszer( képlet, de az energiaszintek numerikus ismerete esetében elvégezheto a fel-
sszegzé (elegends azt a véges sok energiaszintek kiszamitani, amelyre az e " /%7 nem
elhanyagolhat6 jarulékot ad).

Erdekesség: Valamennyi rezgési(-forgasi) allapot ismerete esetén a rezgési(-forgas)
particios fiiggvény (és ebbdl minden fontos termodinamikai mennyiség) eléallithato
az allapotokra valo direkt felosszegzéssel.

Ha csupan néhany hémérsékleten érdekel benniinket egy-két mennyiség
stermikusan atlagolt” értéke, akkor nem biztos, hogy ,érdemes” a sok koztes
részletet kiszamitani, érdemesebb lehet kozvetleniil annak az egy-két termikus
mennyiségnek az értékét megkapni. Ezen korabban mar sokan gondolkoztak,
és megmutattak, hogy ilyen esetben hatékony numerikus leirast szolgaltat a
palyaintegral modszer, mert az kozvetlenill (esetleg bizonyos kozelitésekkel) a
termikus mennyiséget tudja szolgaltatni.

Ezzel szemben, ha a molekularis rendszerr6l részletes informacidkra van
sziikségiink, a molekula teljes (kvantum)dinamikai jellemzése a célunk, akar
egy kvantumdinamikai adatbazis felépitése, akkor sziikséges kiszamitani a
sok (0sszes) kottott allapotot. Ha ezt egyszer megtettiik, akkor ezen adatbazis
segitségével barmmilyen mennyiséget ki tudunk szdmolni nagy pontossaggal,
szimulaciokat tudunk végezni a molekularis rendszerre akar egy id6fiiggd, kiilsé
tér jelenlétében is. Ehhez, ugy tlinik, hogy nem lesz j6 a palyaintegral formalizmus,
a Lhullamfiiggvényes” formalizmusra lesz sziikségiink.

Formalisan a palyaintegral és a hullamfiggvény-formalizmus ekvivalens, de
a gyakorlatban nagyon nehéz a pontos energiakat kinyerni egy palyaintegral
szamolasbol kaphato termikusan atlagolt értékekbdl (1d. a 2.12. egyenletrendszer).

A kémiai rendszerek leirasanal kényelmes helyzetben vagyunk, mert valaszthatunk,
hogy melyik formalizmust szeretnénk hasznalni. Atommagok szerkezetének megér-
téséhez az atommagokat alkotoé kvarkok kolcsonhatasara azonban jelenleg a palyain-
tegralformalizmussal lehetséges szimulaciokat végezni (kvantum-kromodinamika),
amelybdl végiil néhany értékes jegyre lehetséges kinyerni az allapotokhoz tartozo
energia (tomeg) értékeket és ebb6l rekonstrualni a kvarkspektrumot.
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